Anwendung DFT zur Feature-Aufbereitung <i sqweb>

Ziel: Minimalitat der Feature-Werte
Ausnutzung Kompaktheit im Frequenzbereich

Kompaktheit:

+ Funktion haufig durch wenige, niedrige
Frequenzkoeffizienten approximierbar, da hohe Frequenzen

oft gegen Null streben
+ hohe Kompaktheit bei glattem Funktionsverlauf

Anwendung DFT zur Feature-Aufbereitung (2) <I S<web>

Fehler erzeugt durch Frequenzfilter im Ortsbereich nicht

lokalisierbar
Orthogonalitat: Fourier-Koeffizienten sind orthogonal
— ermoglicht isolierte Manipulation einzelner Frequenzen
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<l s<qweb> <l s<qweb>
Beispiel Minimierung durch Ausnutzung Kompaktheit Beispiel Minimierung durch Ausnutzung Kompaktheit ( 2)
Ausgangsfunktion: Frequenzspektrum und Abschneiden hoher Frequenzen:
©
o
S
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s Tiefpassfilter
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—
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<l s4web>

Berechnung der DFT <i sqweb>

Beispiel Minimierung durch Ausnutzung Kompaktheit ( 3)

approximierte, d.h. minimierte Funktion:

Amplitude

W n . ALl
Ty A

Erinnerung lineare Algebra und komplexe Zahlen

diskrete Funktior f(SC) als Vektor des komplexen Vektorraums:
(Vektorraum Dghat n kanonische Basisvektoren)

Konjugation einer komplexen Zahl: (z,y) = (z,—y)

f(z) e DE

TL
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Berechnung der DFT (2) <i s<gweb> Beispiel Funktion im Vektorraum <i s<gweb>
inneres Produkt fur 1D C
c n—1 4
fig€ Dy (fg) = 2 flz)*g(x)
=0
Entwicklungsformel fur Orthonormalbasis
Realwert j 4
(1,0) % (
. 2
(V0y vy Vp—1): . - (1,0
n—1 1 (2,0) %
v DC . o » | (2,0)
ve D, 1v= (v, v;)v; 0 -+
X
. -2,0
i—0 (-2,0) % |20
1 .
- (1,0) %
2 ~| (1.0)
L P
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<l s4web>

Vergleiche Vektorrdume C

C4und | D4

Orthogonale Vektorenin C 4

<l s4web>

s 3
(1,0)
(1,0) %
(20) *
(2,0) %
(-2,0) *
(_210) *
+
(1,0)
S~ (1,0) %
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(0,0) (0,0 Inneres
Produkt
(0,0) (0,0)
< > =(0,0) * (0,0)+
s N N N 3N (-2,0) , (0,0) (0,0) * m +
(1,00 |(0,0)| |(00) (0,0) .
(-2,0) * (0,0)+
0,0 1,0 *(10) =
(0,0) (2,0) (0,0) (0,0) \( )/ \( )/ (0,0)* (1.0) =
(0,0)
0,0)| |(0,0 (-2,0) (0,0)
Erinnerung
(0,0) (0,0) (0,0) (110) @ = (a,-b)
. J\ 2\ 2 . 2
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Vektorraume iiber Diskreten Funktionen <l sqweb>

Mit Ortsvariablen Mit Frequenzvariablen

- AL
ENEEEEE

Vektorraume Uber Funktionen <| sqgwebh>
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Mit Ortsvariablen Mit Frequenzvariablen

- [AN
VYN
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Vektorraume Uber Funktionen <l sqweb> Problemstellung fir DFT <| s<gweb>

Mit Ortsvariablen Mit Frequenzvariablen Gesucht:
Gegeben:
_ Xy _ I
- X, . Iz

AN "

A A AN i SR AWAWAWA
vV VY vV VY

—

Y
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Problemstellung fuir Fouriersynthese <i s<gweb> Fourier-Basis <i sqweb>
Gesucht:

Basisvektoren:

Gegeben: 1 i2njs
ej(zr) = —=e n
vn

i X, . .

- 1 2mjx 1 .. 2mjz

= — COS + —=1s1n

_ NZD n vn n
J2 X, -
is X3 _ mit j=0,....n—1,x=0,....,.n—1 und i=+v—-1

AWAWAWA! ) -
VEAVERVARY.
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Fourier-Basis (2) <i sqweb>

Fourier-Transformation <l s4web>

Orthonormalitat:

llej(z)|| = +/(ej(x),ej(x)) =1 fur j=0,1,....n—1

(ej(x),ep(x))y =0 fur j,k=0,1,...,n—1 und j#k

aufgrund Orthonormalitat der Fourier-Basis Berechnung
der Fourier-Koeffizienten mittels innerem Produkt:

(rej, imj) = (fn(z), ej(z))
t ot t

Cosinus / Sinus-Anteil oyt j-ter Einheitsvektor
fur die j-te der Fourierbasis
Schwingungsfrequenz

— Transformation als einfache Multiplikation mit DFT-

Matrix
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Fourier-Transformation (2) <l sqweb> Transformationsformel DFT <l sqweb>

Transformation entspricht Rotation im komplexen,
hochdimensionalen Raum

Ergebnis: komplexe Fourier-Koeffizienten
+ Realteil fur Kosinusamplituden
+ Imaginarteil fur Sinusamplituden
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Fn(J) - <fn(35):€j($)>

- ;f("”)'ej(—‘”) Allgemein:
- nzlf(g;).%e¢ F=AXxf,
z=0 " Mit

_i2mjzx aj+:|.,k+1 = ej(k)

1 n—1
- LY e
r=0

ISWeb - Information Systems Steffen Staab % UNIVERSITAT
& Semantic Web staab@uni-koblenz.de 20 KOBLENZ - LANDAU




Rucktransformation DFT -2 <l sqweb> Polarkoordinaten <l sqweb>
n—1 All . komplexe Zahl (z,y) als Polarkoordinate mit Lange und
Falz) = D Fu(i)-ej(x) gemein. Winkel
3=0 —
iy _ 1 i2njz A*F B _ Winkel (Phase): tan v = ¥
= ZFn(j)'ﬁen AAXxf= x
| xf=f .. -
| o 1 Lange: I = 22 442
2Ty it
_ _ Z Fn (J) i eTj Mit:
\/n, ) A* ist adjungierte Matrix . .. . . .
7=0 Winkel drickt Verschiebung aus (Sinus versus Kosinus)
-,,171 Tl.*]. .e . . ..
1 orjr 1 2 jx Frequenzspektrum bericksichtigt nur Lange
— — F . T F
(\/n ;} (x) cos T EZ_O (x)sin - )
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Eigenschaften der DFT <i sqweb> Eigenschaften der DFT (2) <i sgweb>

Symmetrie der Fourier-Koeffizienten:
Werte sind spiegelsymmetrisch
— n reelle Zahlen reichen zur Darstellung von F,, ()

Parseval-Theorem:

— euklidsche Distanzen sind im Orts- und Frequenzbereich
gleich

Nyquist-Theorem (Abtasttheorem):

(fé (37) fr% (37)) = (Fé(@a Fﬁ(ﬁf)) zur Abbildung bestimmter Frequenzen sind min. doppelt
so viele Abtastwerte erforderlich

— Symmetrie

Translation im Ortsbereich andert ausschlief3lich Phasenwinkel
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Eigenschaften der DFT (3) <i sqweb>

Kompaktheit
abhéangig von Glattheit der Funktion im Ortsbereich

Klassifikation von Funktionen anhand Verlauf der quadrierten
Fourier-Betrage in O-Notation:

Eigenschaften der DFT (4)

<l s4web>

Kompaktheit
weil3es Rauschen: geringste Kompaktheit

schwarzes Rauschen: sehr glatt, etwa Flusspegelstande
braunes Rauschen: etwa Verlauf von Aktienkursen

Kompaktheit O(Fﬁb) Rauschfarbe
O(F*b) b=0 weiB

b=1 pink

b=2 braun

b> 2 schwarz
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Eigenschaften der DFT (5) <l s<gweb> Diskrete Kosinustransformation <l s<gweb>

abrupte Funktionswertspriinge verursachen geringe
Kompaktheit

extreme Springe haufig aufgrund fehlender Periodizitat an den
Réndern

Vermeidung Randeffekt: Spiegelung der Funktion
— Kosinustransformation DCT (keine Imaginarteile)

ISWeb - Information Systems Steffen Staab §L UNIVERSITAT
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Hintransformation:
n—1
. 1 mj(x + 0,5
Fﬂ(j) — \/—E Z f(x) . COS ¥
r=0

i

Ricktransformation:

fir;j=0,...,n— 1.

F.(0) 2 & wj(x +0,5) _
() = S TR eos TR i =0, m - 1.
Ju(x) + (j) - cos - tr j n

n n

VO~
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FFT und mehrdimensionale Transformation <l s4web>

FFT: schneller Transformationsalgorithmus mit O (n logn)
statt O(n?)

zweidimensionale DFT durch einfache Multiplikation der
Basisvektoren erreichbar

m—1n—1

i 1 _ 27wz _i2wky
Fm,n(;,k)—\/mzme,n@cjy)-e mo.eT o

r=0 y=0

5.2 Diskrete Wavelet-Transformation <l s4web>

hier Fokus auf Haar-Wavelets (nach Alfred Haar) als
einfachstes Wavelet

~Wavelet“ steht flir Wellchen, also lokal begrenzte Welle

vielfaltiger Einsatz etwa in Signal- und Bildverarbeitung
(etwa JPEG2000)
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Probleme mit der Fourier-Transformation <i sqweb> Probleme mit der Fourier-Transformation (2) <i sgweb>

lokal versus globale Anderung:
+ |lokale Anderung im Ortsbereich
— globale Anderung im Frequenzbereich und umgekehrt
+ Problem: etwa temporéare Stérgerausche aus Audio-Signal
entfernen
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Ort und Frequenz als Feature-Wert:
+ beides nicht gemeinsam in einer Darstellung verflugbar
+ Problem etwa bei Erkennung lokal begrenzter Texturen
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Idee der Wavelet-Transformation <l s4web>

Idee der Wavelet-Transformation (2) <i sqweb>

gemeinsame Darstellung von Frequenz und Ort

Ansatz fir Fourier-Transformation:
Window-Fourier-Transformation
+ Zerlegung des Ausgangssignals in disjunkte Intervalle
(Fenster) konstanter Breite
+ Fourier-Transformation isoliert auf einzelnen Intervallen

+ Problem: statische Intervallbreite

UNIVERSITAT
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Wavelet-Transformation: Frequenzen bei unterschiedlicher

Ortsauflésung
— Multi-Resolution-Analyse

Einschrankung der Frequenzen durch Nyquist-Abtasttheorem
— je groéRRer Ortsauflésung, desto geringer
Frequenzauflésung und umgekehrt

ISWeb - Information Systems  Steffen Staab [BE UNIVERSITAT
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Graphische Darstellung DFT, WDFT, DWT <l sqwebh>

Ausgangssignal:

Amplitude

T

Original Fourier ~ Window Fourier Wavelet

= E-.
== .

Frequenzen

QOrtsbereich
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Wavelet-Basisfunktionen <| sqgwebh>

Support (Funktionswert ungleich Null) lokal begrenzen —
Wellchen

Generierung von Basisfunktionen aus ,Mutter-Wavelet* durch
Verschiebung und Skalierung

Existenz diverser Mutter-Wavelets (hier nur Haar-Mutter-
Wavelet)
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Haar-Wavelet-Transformation

<l s4web>

Funktionsprinzip (stark vereinfacht):

Ausgangspunkt: diskrete Funktion mit 2" Funktionswerten

schrittweises und iteriertes Berechnen der Summen
(Skalierungswerte) und Differenzen (Detailkoeffizienten)

Haar-Wavelet-Transformation <l s4web>

Abbildung der Ausgangsfunktion auf 2™ — 1
Detailkoeffizienten und einen Skalierungswert
(Gesamtsumme)

Ausgangsfunktion kann verlustfrei rekonstruiert werden
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Beispiel <i s<gweb> Support der einzelnen Wavelet-Basisfunktionen <I S<web>
Ausgangsfunktion: [9 73511 15] 32 | + |
Auflosungsstufe | Skalierungswerte | Detailkoeffizienten 16+ ] - |
8 [ =
1 07351115] E S |
2 (16 8 2 6] (2 -20 —4] 4] 1=
4 124 8] (8 —4]
8 132] [16] 2 [+-] |
-2 [H=] |
Ergebnis: [3216 8 -4 2 -2 0 -4] o] =] |
-4 Eak
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Anwendung der DWT firr Feature-Normalisierung <I S <Web> <i sqweb>

Anwendung DWT flr Feature-Erkennung/Aufbereitung

Storfrequenzen lassen sich lokal begrenzt entfernen Anwendung fur lokale Frequenzanalyse,
etwa fur Textur-Feature

Mutter-Wavelet kann an Storsignal angepasst werden

2" x 2" Gray Level Image

— aufwandige Analyse erforderlich S S s e
iﬂ - bsp.0| bs1,0| bs20| bs30 bso,0| bs1.0 b, da
4 xf,,, o da, hst1
Beispiel: Entfernen von Knackgerauschen aus Audio-Signale g/[ e Bl i i N s a | s
s bsoz| bs12| bs22| b2
\.‘ dos dis o sy1 disi1
[+ -~ bs.O.’i b5.1.3 bs.2.3 b5.3.3
o]+
[e]a]s s\—/

i = (1 Y= (2D )
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<i sqweb> <l s<qweb>
Anwendung DWT flr Feature-Erkennung/Aufbereitung (2) Anwendung DWT flur Feature-Erkennung/Aufbereitung (3)
Invarianzen Haar-Wavelet: geringe Berechnungs-komplexitat:
+ kdnnen an Orts- und Frequenzinformationen gekniipft sein Kompaktheit und Orthogonalitat der Koeffizienten
+ Verschiebungsinvarianz durch unsortierte Koeffizienten lokale Beschrankung bei Modifikation der
+ Invarianz bzgl. Skalierung (Verdopplung/-Halbierung der Wavelet-Koeffizienten O(n)

Ortsauflésung) durch Nichtbeachtung der Auflésungsstufen
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Anwendung zur verlustbehafteten Komprimierung <| s a\Wweh>

Berechnung der DWT <i sqweb>

(] @
Sl 16von1s S 12von16
a -
E E Aus_gangspunkt: _ w
diskrete Funktion fn(z) € Dy
X X
2 T Berechnung der Detailkoeffizienten W~
3| 8von 16 3 von . ;. -
= = und Skalierungswerte ®7 in verschiedenen
g iﬂ E j Auflésungsstufen j=1, 2, 4, 8, 16, 32,..
) ¥ orthonormale Basisvektoren: ¥(z) und ®(z)
(0] @
_S 2von 16 _S 1 von 16
2 ot
E £
< <
X X
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Skalierungsbasisvektoren <i sqweb> Skalierungsbasisvektoren (2) <i sgweb>
i-ter Skalierungsbasisvektor @f (:c) der Auflédsungsstufe j des es gelten:

Vektorraums DX :
Ol (z) =1/ ®(x/j—i) firi=0,...,n/j—1 mit

1 firo<z <1
@(x)—{ 0 sonst.
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13 ()| = \/(®I(), ®i(x)) =1 furi=0,...,n/j— 1.

(®)(z),®)(x)) =0 firi,k=0,...,n/j—1undi# k.
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Skalierungsbasisvektoren graphisch <i sqweb> Detailbasisvektoren <i sqweb>
Skalierungsvektoren der Stufe j=2
° ° i-ter Detailbasisvektor ®7(z) der Auflésungsstufe j des
E @} E P Vektorraums DY :
a a
£ £
< <
| 1 1 1 1 | | 1 | L | 1 ] @i(x):]'/\/}'qj(x/j_z) fur%:o""n/\j_lmlt
12345678 % 123458678 X
1 fir0<az<1/2
i} ar
E P2 3 e U(zr) = -1 firl/2<z <1
= 5 0 sonst.
£ £
< <
12345678 X 12345678 X
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Detailbasisvektoren (2) <i s<gweb> Detailbasisvektoren graphisch <i s<gweb>
Detailvektoren der Stufe j=2
. @ Lif]
es gelten: E v g "
5 g
(Ul(x), ¥ (x)) =0; furi,k=0,...,n/j—1 mit < < ﬂ
M_{l:i:k [ faaseis x izpsers
7, . y
0 : 2#Ek. o o
3 ¥ E P}
a a
E E
< < ﬂ
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Skalierungs- und Detailbasisvektoren <i sqweb>

Detail- und Skalierungsbasisvektoren der selben Auflésung
sind orthogonal

(W (z),®)(x)) =0 firik=0,...,n/j—1.

, , . R
bilden gemeinsam othonormale Basis flr Vektorraum Dgn/j

Berechnung <i sqweb>

der Skalierungs- und Detailkoeffizienten

Grundidee: Anwendung inneres Produkt der Vektoren der
Orthonormalbasis der Stufe j auf In (39) € D

O = (fulo), @e'(x»

- 1/\/32f71($ .T/j—%

= 1/\/3‘an V(x/j— 1)
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Skalierungs- und Detailkoeffizienten <i s<gweb> Skalierungs- und Detailkoeffizienten <i s<gweb>

Berechnung auf f,,(z) € D

erzeugt n/2 Skalierungskoeffizienten
driicken Frequenzen innerhalb entsprechender
Supportintervalle aus

erzeugt n/2 Detailkoeffizienten
driickt die Funktion ohne Frequenzen innerhalb
entspechender Supportintervalle aus
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erneute Berechnung auf Funktion der Detailkoeffizienten
— nachste Aufldsungsstufe

Stopp, wenn Auflésungsstufe und Werte gleich sind

UNIVERSITAT
KOBLE!\Z LANDAU
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Zerlegung in Wavelet-Koeffizienten <i sqweb>

Wavelet-Ko%‘ﬁzienten einer Funktion
fu(z) € D sind

mit @502 A eyt ey eyt e e,

v = 1/\/3an U(z/j— i)

o = 1/\/9an ®(z/j — i)
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Zerlegung in Wavelet-Koeffizienten graphisch <l sqawebh>

Auflésung
Ausgangsfunktion: ol ¢ DR 1
VN
/ N
®2 c DR W2 e DY 2
'// ™,
/ \‘\
/ \
P4 ec DY vt e DY 4
// \\\
AN
/N
®% c D} ¥8c D} 8
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Wavelet-Transformation als Matrizenmultiplikation <i s<gweb>

Funktione fr(z) und F,(z)als Vektoren aus R”"

A € R" ™jsteine m X n-Matrix, deren " Zeilen den
Wavelet-Basisvektoren entsprechen

auf Grund AA* = I (Orthonormalmatrix) gilt

guadratischer Berechnungsaufwand

LT = 11AF
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Transformationsalgorithmus mit linearem Aufwand <I S KWeb>

procedure Zerlegung(c: array [1..n] of reals)
while n>1 do
Zerlegungsschritt(c[1..n])
n:=n/2
end while
end procedure

procedure Zerlegungsschritt(c: array [1..n] of reals)
for i=1 to n/2 do
cefi] == (c[2i-1]+c[2i])/ V2
ce[n/2+i] = (c[2i-1]-¢[2i])/V2
end for
c = cc
end procedure
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Rucktransformation mit linearem Aufwand <l s4web>

procedure Rekonstruktion(c: array [1..n] of reals)
g =2
while g < n do
Rekonstruktionsschritt(c[1..g])
g:=2g
end while
end procedure

procedure Rekonstruktionsschritt(c: array [1..n] of reals)
for i=1 to n/2 do

ce[2i-1] == (c[i]+ec[n/2+i])/v2

Zweidimensionale DWT <l s4web>

wichtig etwa fur Rasterbilder

2 Varianten

¢ Standardzerlegung: Transformation in Dimension 1
komplett, bevor Transformation in Dimension 2

+ Non-Standardzerlegung: Transformation alternierend
pro Auflésungsstufe

analoges Verfahren fir beliebig viele Dimensionen

ce[2i] := (c[i]-cm/2+i])/v'2 anwendbar
end for
C = CC
end procedure
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Algorithmus zur Standardzerlegung <i s<gweb> Algorithmus  zur Non-Standardzerlegung <i s<gweb>

procedure StandardZerl(c: array [1..m,l..n] of reals)
for row := 1 to m do
Zerlegung(c[row,1..n])
end for
for col:=1 to n do
Zerlegung(c[l..m,col])
end for
end procedure
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procedure NonStandardZerl(c: array [1..n,1..n] of reals)
while n>1 do
for row := 1 to n do
Zerlegungsschritt(c[row,1..n])
end for
for col:=1 to n do
Zerlegungsschritt(c[1..n,col])
end for
n:=n/2
end while
end procedure
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